POJECIE PROCESU STOCHASTYCZNEGO

Przyktad
Amplituda napicia generowanego przezagdnice pradu zmiennego zaky od
czynnikéw losowych i mize by zapisana jako funkcja
X (t) = Asinct
C - stata okrélajaca czstotliwosc,
A - zmienna losowa o rozkfadzie np. N(230, 20),
t-czastOR.

Proces stochastyczny jako funkcja dwoch zmiennych
Dana jest przestrﬂeprobabilistyczna(Q, S, P) i niepusty podzbior zbioru

liczb rzeczywistychT. Proces stochastycznjest to funkcja
X:QXT - R

rzeczywista dwoch zmiennych: zdarzenia elementarnegi  zmiennej
rzeczywistejt (czasu). Przy czym zakladamye dla ustalonegae, funkcja X
jako funkcja argumentuw jest zmienn losowa (powinien by spetniony

warunek - L_{w: X t,0) <3} 0 S).

tOT xOR

X(a,t) — proces stochastyczny

procesX oznaczé bedziemy X(t) lub X, .
Jeili ustalimy zdarzenie elementarne, tzn. przyjmiemy @, , to otrzymujemy
funkcje X(a,,t) rzeczywiss zmiennej rzeczywistej. Oznaczamygj X(t) i
nazywamyrealizacja procesu X (t) .
Jeli ustalimy czas, tzn. przyjmiemy =t,, to otrzymujemy funkg X(cw,t,)
rzeczywisy zdarzenia elementarnego, czjtnienna losows .
Jali ustalimy zdarzenie elementarne =), i ustalimy czast=t, , to
otrzymujemy liczl X(a),,t,) zwary stanem procesu

Proces stochastyczny jako rodzina zmiennych losowyc

Rozwaamy dwa niepuste zbioryT — podzbiér zbioru liczb rzeczywistych,
elementy tego zbioru as chwilami, oraz zbior Z zmiennych losowych
okreslonych na zbiorze zdarzeslementarnycla.

Proces stochastycznyjest to rodzina zmiennych losowych powstata przez
przyporadkowanie kadej chwilit ze zbioruT zmiennej losowej ze zbioii

W tej sytuacji proces wygodnie jest zapisywaX, .
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To podejcie pozwala tatwo pokazaze proces stochastyczny jest uogélnieniem
znanych z rachunku prawdopodaisigva pogé zmiennej losowej
jednowymiarowej , dwuwymiarowej, wielowymiarowej diagu zmiennych
losowych. Mianowicie, proces stochastyczny jest

zmienny losowy jednowymiarow, gdy T ={1}; realizacja procesu: liczba
rzeczywista,

zmienny losowy dwuwymiarovs, gdy T ={1,2}; realizacja procesu: para
liczb rzeczywistych,

zmienny losowg n-wymiarowg, gdy T = {1,2,...,n} ; realizacja procesu: g
n-wyrazowy liczb rzeczywistych,

ciaggiem zmiennych losowych, gdyl = {1,2,3...}; realizacja procesu:
nieskaiczony cig liczb rzeczywistych.
Rozwaanie nieprzeliczalnie wielu zmiennych losowych zajeh (w specjalny
sposob) jest zagadnieniem istotnieznmigcym procesy stochastyczne od
klasycznego rachunku prawdopodatsigva.

Przyktad
Niech T =R. Jéli kazdej chwili t przyporadkujemy zmienna losoav X,
opisarny wzorem Acos@t +271/3) to okralimy proces
X, = Acos@t +277/3)
(drganie harmoniczne o losowej amplitudzie jakaziod zmiennych losowych).

Proces stochastyczny jako rodzina realizaciji

Rozwaamy zbiér zdarze elementarnychQ i zbiér Y funkcji x(t), tOT
rzeczywistych zmiennej rzeczywistej.

Proces stochastyczny jest to rodzina funkqji), t T rzeczywistych zmiennej
rzeczywistej, powstata w wyniku przypadkowania kademu zdarzeniu
elementarnemu ze zbior@ doktadnie jednej funkcji ze zbioMi Proces
oznaczamy wowcza¥X .

Klasyfikacja procesow

S— zbiér stanéw procesX (t),

T — zbidr chwil, dla ktérych proces jest okliany.

Proces DDjest to proceslyskretny w stanach i dyskretny w czasietzn.
zbiory stanowSi chwil T 53 przeliczalne lub skaczone.

Proces DCjest to proceslyskretny w stanach i cagly w czasie tzn. zbiorS
jest skaiczony lub przeliczalny, natomiast zbidrjest przedziatem (naj¢gciej
T =<0;) lub T = (—00;00).



Proces CDjest to proceiagly w stanach i dyskretny w czasietzn. zbiorS
jest przedziatem ograniczonym lub nieograniczongatpmiastT jest zbiorem
skahczonym lub przeliczalnym.

Proces CCjest to proceiagty w stanach i cagly w czasietzn. zbiory Si T
s3 przedziatami.

Przyktad

a) Proces X(t) oznacza liczb zgtoszé do centrali telefonicznej w czaste

Obserwacji liczby zgtoszedokonujemy w cigu 24 h pracy tej centrali. Mamy:
S={012...} T=<0;24>. ProcesX(t) jest wec DC.

b) Czsteczka hjdzi po osiOx, przemieszczaf sk losowo po punktach o
wspoétrzdnych catkowitych. Zmiana patenia casteczki naspuje z
prawdopodobigstwem 0,5 co sekugdb +1 (czyli o jednostkw prawo) lub z
prawdopodobigstwem 0,5 o -1 (czyli o jednostkw lewo). ProcesX(t)
oznacza wspOting punktu, w ktérym czsteczka znajduje eiw chwilit.
Mamy: S={01-12-2...}, T={012,...}. ProcesX(t) jest DD.

c) Obserwujemy temperatr powietrza w pewnym méeie. Obserwaciji
dokonujemy w cigu doby co godzin Wiadomo,ze temperatura nie by
dowolrg liczbg z przedziatu < -20;30> (w stopniach Celsjusza). Proces
X(t) oznacza temperatrpowietrza w tym migcie o godziniet. Mamy:

S=<-20;30> T ={0L2,...,24 . ProcesX(t) jest CD.

Przyktad

a) X — czas uzyskania pmizenia z okrdong strory internetowy, jesli polecenie
pofaczenia zostato wydane na przghirce w chwilit. Jest to proces typu CC.

by {X,,n=1,2, .., 7} czas efektywnej pracy modemu dankomputera w
poszczegdllne dni konkretnego tygodnia. Jest togsrogpu CD.

c) X — liczba uczestnikbw forum dyskusyjnego na ékneej stronie
internetowej, zalogowanych w chwiliJest to proces typu DC.

d {X.,n=1,2, ..., 365} liczba zalogow&omputeréw do danego serwera w
poszczegollne dni konkretnego roku. Jest to progasDD.

Rozktad procesu.
Niech X(t), tOT bedzie procesem stochastycznym.

Rozktad jednowymiarowy procesu X (t) jest to rodzina funkciji

(R (X))
gdzie dla kadego ustalonegd T funkcja F,(X) jest dystrybuanat zmiennej
losowej X(t):



F(x) = P(X(t) <x)
Rozktad n- wymiarowy procesu X (t) jest to rodzina funkcji
(Futg, 0% X)) 1, o
gdzie dla dowolnie ustalonycht,,t,,....t. T jest dystrybuamt zmiennej
losowejn-wymiarowej (X (t,), X(t,),..., X(t,):
Rty (40 %000 X, ) = POX(L) <%, X(E) < %0, X(E) < X))

Uwaga
Jeili dla kazdej liczbyt (t00T) zmienna losowaX (t) jest chgta, to rozktad

procesu mee by okreslany za pomog gestasci f, - (%, %, 5.0, X,) , 2& gdy
zmienna losowaX (t) jest skokowa, to rozktad procesu imady okreslany za
pomog funkcji prawdopodobigstwa
P(X(t) = %, X (8,) = X, o X (8) = %) = By, (X0 %0 00 X,)

Parametry procesu stochastycznego
Rozwaamy proces stochastyczny(t), tOT .

Warto$é oczekiwana procesuX (t) jest to funkcja, ktora kalej chwili t (t
OT) przyporadkowuje wartéé¢ oczekiwam zmiennej losowejX (t) . Funkcg
te oznaczamy przem(t) . Zatem

m(t) = EX(t)
W szczegOlngci:
) gdy dla kadegot 0T zmienna losowaX (t) ma rozktad skokowy o funkcji

prawdopodobigstwa P(X (t) = x) = p,(x) mamy:

m(t) = 3 x p, (%)
I1) gdy dla kadegotJT zmienna losowaX (t) ma rozktad cigly o gestdsci
f.(X) to:

m(t) = j xf, (X)dx

W innych przypadkach przy obliczaniu wadd oczekiwanej procesu
korzystamy z wiasrigi wartcci oczekiwanej zmiennej losowe;.

Moment rzedu 2 procesu X (t) jest to warté¢ oczekiwana procesiX?(t).
Funkck t¢ oznaczamy przem, (t) . Zatem

m, (t) = EX*(t)
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W powyzszych przypadkach stosujemy wzory:
2
> xp(%)  (przypadeK)
i

)= sz f.(x)dx  (przypadeKl)

Wariancja procesu X (t)jest to warté¢ oczekiwana procesy X (t) —m(t))?.
Funkck te oznaczamy przeD?(X (t)) = o%(t) =V (t) . Zatem

D2(X (1)) = a°(t) =V (t) = E(X(t) - m(t))*
W powyzej rozpatrywanych przypadkach peony zastosowawzory:

D*(X(t))=

2.6 —mt)*p(x)  (przypadek)
) T (x—-m(t))*f,(x)dx  (przypadekil)

—00

Na wariana} procesu mzna stosowawzor:
D?(X (1)) = my(t) - m"(t)

Odchylenie standardowe procesuX(t) jest to pierwiastek z wariancji tego

procesu:
D(X (1)) =yD*(X (1))
Uwaga

Rozpatrywane parametry proceséw stochastycznyclzawesze musggzistniet.
Warunki ich istnienia w ustalonej chwilt s3 identyczne jak istnienie
odpowiednich parametréw zmiennej losowej.

Autokorelacja R(t;,t,) procesu X(t) jest to moment gzlu 1, 1 zmiennej
losowej dwuwymiarowej (X (t;), X(t,)) dla dowolnych chwilt;,t, T, czyli
wartas¢ oczekiwana iloczynu zmiennych losowyef(t, ), X(t,)

R(ty,t,) = E[X(t) X(t;)]



Autokowariancja K(t;,t,) procesu X(t)jest to kowariancja zmiennej losowe;
dwuwymiarowej( X (t,), X(t,)) dla dowolnych chwilt;,t, UT :

K(t,,t,) = E{[ X(t) —m(t)I[ X(t,) —m(t,)]}
Wspotczynnik  autokorelacji procesu (autokowariancja unormowana)
X(t) jest to wspotczynnik korelacji zmiennej losowej wdmymiarowe;

(X(t), X(t,)) dla dowolnych chwilt,,t, OIT :
Kt 1)

t,t,)=
AR50t
Interpretacja i wtasnosci parametrow procesu
Wartaé¢ oczekiwana procesu w chwilit jest uogolnieniem sredniegj
arytmetycznej stanoéw procesu w tej chwili.
Wariancja i odchylenie standardowe procesu w chvegjimiarami rozproszenia
(rozrzutu, zranicowania) rozkladu procesu od wdakboczekiwanej procesu
wzictej w tej samej chwili.
Autokowariancja i wspotczynnik autokorelacji proses dwoéch chwilach $
miarami sity zalenosci liniowej dwoch zmiennych losowych wybranych z
procesu dla tych chwil.
Wiasnosé
a) K(t,,t;) = R(t,,t;) —m(t,)m(t,)

b)  D?(t)=0?(t) =K(t,t)

c) |K(t1’tz)| s\,az(tl)az(tz) =J(tl)0'(t2)

d)  D(t)=o?(t)=E(x?)-(EX, f

Uwaga
1. Z powyzszych wiasnéci wynika, ze praktycznie wystarczy
wyliczy¢ m(t) i R(t,,t,) a pozostate parametry uzyskamy na ich podstawie.
2. Przy obliczaniu parametrow przydatne byyvapastpujace
zaleznosci Znane z rachunku prawdopodatsva
EX?=D2X +(EX)?, bo D2X = EX? - (EX)
EXY =Cov(X,Y) + EXEY bo Cov(X,Y) = EXY - EXEY
Cov(X,Y) = pDXDY o p=CVXY)
DXDY
Przyktad
Obliczymy parametry procesX (t) = Asinat , gdziet O R.
w- stala,

A - zmienna losowa o rozktadzie N(230, 5),
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Rozwigzanie.
Wartas¢ oczekiwana;

m(t) = E(X, ) = sinatEA = 230sinat
Autokorelacja:
R(t,.t,) = E(X, X, )= E(Asinat Asinat,) =
= sinat, sinat,E(A%) = sinad, sinat, (D?A + (EAY) =
= sinat, sinat, (25 + 230?) = 52925sinat, sinat,
Autokowariancja:
K (t,,t,) = R(t,,t,) = m(t, )m(t,) = 25sinat, sinat,
Wariancja:
D2(t) = 25(sinat )’
kn

Zauwamy, ze dla wartéci parametru t = —, k=0£1+2,....
w

otrzymujemy zmienglosowy o rozktadzie jednopunktowym i wtedy wariancja
procesu jest zerowa.

Wspotczynnik autokorelacji:
K(t,,t 25sinat,; sinat
p(tl,tz) — ( 1 2) —_ 1 2

NNV (G,)  /25sinat, \[25sinat,
Oznacza toze zmienne losowe twogge procesagw petni liniowo skorelowane,
tzn. zmienna losow&, jest funkcj liniowa od X, .

sinat,
sinat,

Mamy X,, =kX gdziek =

!

Przyktad
Obliczymy parametry procesiX (t) = At*>, tOR.
A - zmienna losowa skokowa o funkcji prawdopodabieia

-1 1

0,5 0,5
Rozwigzanie.
Zauwamy, ze rozpatrywany proces ma tylko dwie realizapgrabot y =t i
parabog y = —t?.

Wartaé¢ oczekiwana:
m(t) = E(X,)=-05+05=0
Autokorelacja:



R(,.t,) = E(X, X, )= E(AZAZ )= tH2E(A%) =

= t2t2 (D2 A+ (EA)Z) = t22(1+0) = t2t2

Autokowariancja:

K (t,t,) = R(ty,t,) - m(t)m(t,) = t7t]

Wariancja:

V() =t*

Zauwamy, ze dla wartéci parametrut = 0 otrzymujemy zmienmlosowy o

rozktadzie jednopunktowym i wtedy wariancja procgest zerowa. Wraz z
bezwzgtdnym wzrostent wariancja gwattownie kmie.

Wspotczynnik autokorelacji:

K(ot) 2,

A= TOWEL e

Oznacza toze zmienne losowe twogge procesagw petni liniowo skorelowane,
tzn. zmienna losow&, jest funkcja liniow od X, .

2

t
Mamy X, =KX, gdziekz(t—zj :

1
Przyktad
Obliczymy parametry procesu

X(t) = At+B, tOR

A, B - zmienne losowe o parametractA = 0; EB = 1,

i D’A=1,D°B=2; cov(A, B) =-1.

Rozwigzanie.

Wartaé¢ oczekiwana:

m(t) = E(X,) = E(At + B) =tEA+ EB =1

Autokorelacja:

R(t,t,) = E(X, X, )=E((At, +B)Ar, +8))=

= E(A%,t, + AB[, +t,)+B?)=

=t,t,E(A%)+ 1, +t,)E(AB)+E(B?)=

=t,t,(D?A+(EAY )+, +t, fcov(A B) + EAEB)+ D?B +(EB’ =
=t,t,(1+0)+ t, +t,)~1+00)+2+1=t,t,~t, —t, +3
Autokowariancja:



K (t1't2) = R(tlltZ) - m(tl)m(tz) =yt -t -t + 2

Wariancja:
Vt)=t?-2t+2=(t-1) +1
Zauwamy, ze wariancja tego procesu jest nie mniejszalrnila dowolnego t.

Wspotczynnik autokorelacji:
K(tl’tz) — Lt -t -, +2

pt,t,) = =
WmWE) |, -1f +14(, -1) +1
Zadania

Zadanie 1
Dany jest proces stochastyczn¥(t) =t+B, tOR, gdzieB jest zmienn
losowg skokowy 0 funkcji prawdopodobiestwa

by 1 2 3

o 0,5 0,3 0,2

a) Znajdz i wykresl wszystkie realizacje tego procesu.

b) Wyznacz parametry tego procesu (w&ttooczekiwang, autokorelag,
autokowariang i wariancg).

c)  Wyznacz funkaj prawdopodobigstwa zmiennej losoweK (3) .

Zadanie 2
Dany jest proces stochastyczdf(t) = At, t R, gdzieB jest zmienn losowy
o rozkfadzie normalnyrii(1,2).

a) Wyznacz jednowymiarowy rozktad tego procesu.

b)  Oblicz P(X(2)<4).

c)  Wyznacz parametry tego procesu.

Zadanie 3

Dany jest procesX (t) =e™™, t OR, gdzieA jest zmienn losows o rozktadzie
jednostajnym w przedziale w przedziale (0;1).

a) Wykonaj wykres trzech dowolnych realizacji tggjocesu.

b) Wyznacz parametry tego procesu.



Zadanie 4
Dany jest procesX (t) = A2 + Bt,tR, gdzieAi B s3 zmiennymi losowymi

nieskorelowanymi o parametracteA =0, D?A=3 EB=2 D°B=1.
Wyznacz parametry tego procesu.

Zadanie 5

Dany jest procesX (t) = At> + Bt, t R, gdzieA i B 3 zmiennymi losowymi o
parametrachEA=—-2,D?A=4, EB=3 D’B=5 cov(A B)=2. Wyznacz
parametry tego procesu.

Zadanie 6
Dany jest procesX (t) =cosit + ®), t UR, gdzie ® jest zmienn losowg 0

rozktadzie jednostajnym w przedzialg 0;277) . Wyznacz parametry tego
procesu.

Zadanie 7
Dany jest procesX(t) = Acos¢t +®),t0R, gdzieA i ® s zmiennymi

losowymi niezalenymi; A ma parametry: EA=0,D*A=0?, z& ® ma
rozktad jednostajny w przedziate 0;277) . Wyznacz parametry tego procesu.

Zadanie 8

Wyznaczy parametry procesuX (t) = At +Be', gdzie A B to
nieskorelowane zmienne losowe o0 parametraé& = 2; EB = -3,
D°A=1,DB=3.

Zadanie 9

Wyznaczy parametry procesuX (t) = At + B, gdzieA, B to zmienne losowe

1 04
0 parametrachEA = 0; EB = 0, i macierzy kowariancjK ={ } :

04 15

Zadanie 10
Wyznaczy parametry procesuX (t) = At +1, gdzieA jest zmienn losowg 0

rozkltadzie jednostajnym w przedziale (0, 1). Jakglgajs realizacje tego
procesu? Ktore z parszych funkcji g realizacjami tego procesu?

X (1) = 03t +1; X, (t) =-03t +1; x,(t) =2t +1.
Dla ustalonycit,,t, wyznacz staté c aby X, =kX, +c.
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Zadanie 11
Wyznaczy parametry procesuX (t) = At —3, gdzieA jest zmienn losows o
rozktadzie N(3, 1). Jak wygilaja realizacje tego procesu?

Zadanie 12
Wyznaczy parametry procesuX (t) = cost + B), gdzieB to zmienne losowa

o rozktadzie jednostajnym w przedzidle 7z, 7).

Zadanie 13
Wyznaczy parametry procesuX (t) = Asin(t + B), gdzie A, B to zmienne
losowe niezalene o rozkladach jednostajnych w przedziatach odedmio

(- 0508) i (-7 ;

Zadanie 14

Proces X(t) ma tylko 3 realizacjex, (t) =t; X, (t) =t+1; X,(t)=t+2.
Realizacje te gsprzyjmowane odpowiednio z prawdopodatsisvami: 1/2, 1/3;
1/6.

Wyznaczy parametry tego procesu.

Zadanie 15
Wyznaczy parametry procesuX (t) =Y, gdzie Y jest zmieng losows o
parametraclEY = m, D?Y =¢°. Jak wyghdaj realizacje tego procesu?

Zadanie 16
Wyznaczy dwuwymiarove dystrybuang procesu  X(t) =Y, gdzieY jest
ciagta zmienry losowg o dystrybuancié.

Zadanie 17
Wyznaczy jednowymiarow gestas¢ procesu X(t) =Yt+c, gdzie Y jest
zmienry losowg o rozkladzie N(mg).

Zadanie 18
Wyznaczy parametry procesuX (t) = Ae' + Be™, gdzie A, B to zmienne
losowe o parametracEA = 0;EB = 0, iD°A=1,D’B = 2; cov@, B) = -1.

Zadanie 19
Wyznaczy parametry procesuX (t) = A+ Bt, gdzieA, B to zmienne losowe

o parametractEA = -1;EB = 1, iD°A = 1,D°B = 4; pas = -0,5.
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Zadanie 20
Wyznaczy parametry procesuX (t) = At + B, gdzie A, B to zmienne

losowe nieskorelowanéd ma rozklad wykladniczy z parametrem 1Ebjest
zmienry losowg skokow o funkcji prawdopodobisstwa:P(B = -1) = 0,5;P(B =
1) =0,5;

Zadanie 21
Dany jest proces X(t) = Acodt, t[JR, gdzie A jest zmienn losowy

o rozkladzie jednostajnym w przedziak 0;1>. Wyznacz parametry tego
procesu.

Zadanie 22

Dany jest proces Y(t) = f(t)X(t)+g(t), gdzie f, g s funkcjami
rzeczywistymi (nielosowymi). Wyra&i parametry procesuw(t) za pomog
parametréw proces(t).

Zadanie 23
Dany jest proces X(t), tO<01>, gdzie X(0) = 0, X(t)=A, dla

D(Z_l,%} J=1,2,3,4,.A -niezalene zmienne losowe o jednakowym
rozktadzie, takieze EA = 0,D°A = 1, np.A =N (07).
1 gdy (t,t,)0T,;xT,

Sprawd, ze m(t) =0, R(tl,t2)={O ady (t,L)OT xT
102 ARy

Zadanie 24
Uzasadnij wtasrgei:

K(t,t;) = R(t, 1) — m(t) m(t,)
D?(t) = o?(t) = K (t,t)
2 2 2 2
D2(t) = o°(t) = E(x2)-(EX, )
Wskazdéwka. Skorzystaj z odpowiednich wlasoparametréw zmiennych
losowych.

Odpowiedzi do zada

Zadanie 1
a) %, (t) =t+1, X, (t) =t+2, x(t) =t+3
b) m(t) =t+17, R(t,t,) =tt, +17t +17t, + 35,
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K (t,,t,) = 061 (funkcja stata),o?(t) = 061
c)

0a(x)| 05 | 03 | 02

Zadanie 2

a) (F(X)),.r 9dzie dla kadego ustalonegblJ R funkcja F,(x) jest
dystrybuarg zmiennej losowejAt :

F.(x) = P(At<x) =P(A<x/t) =

(P jest dystrybuamtrozktadu normalnego N(0,1)).
b) 0,6915

c) m(t) =t, R(t,t,) =5tt,, K(t,t,)=4tt,, o’(t) = 4>

Zadanie 3
a) np.x,(t) =€, x (t) =%, x(t) =™
1-¢" 1-g )
b 1) = , R(t,,t))=———
) m(t) )=
1-e™)  (1-e")(l-e™"
K(tt,) = -Lme)ise ),
t1 +t2 t1t2
1-e* (1-e)?
oi(t) = -
®) 2t t?
Zadanie 4
m(t) =2t, R(t,,t,) = 3t7t7 +5tt,, K(t,t,) =3t +tt,,

ol (t) =3t" +t?

Zadanie 5
2 — 422 _ 2¢ 2
m(t) =-2t“+3t R(tl,tz) = 8t1 t2 4t1t2 4t1t2 +14tlt2

K(ty,tp) = 4f15 + 27t + 2015 +5tgty  g2(t) = 4t% + 43 +5t2
Zadanie 6
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M) =0, R(tyt;) = 2eosklt, <)), K(6,t) =Ritut), 0°0) =3

Zadanie 7
2 2

m(t) =0, R(tl,tz):%cos@(tz—tl)), K(tut,) = REL), 02(1) = 07 |

Zadanie 8
m(t) = -2t> -3¢', K (t,,t,) = t’t; + 3e"""7,
ti; +3e™

o’(t)=t*+3e*, p(t,t,)= :
11 %2 \/tf+3e2tl\/t;+3e212

Zadanie 9
m(t) =0, K(t,,t,) =tt, + 0’4(t1 + t2)+ 15,

0'2(t) =t +08t+15, ot t,) = tt, + O,4(tl +t2)+ 15 ,
V& + 08t +15/t2 + 08t, + 15
Zadanie 10
1 1
m(t) = 08t +1, K(tut) = tt,, ") =5t plt,t) =1,
k = t_2 c= tl _t2
t, t,
Zadanie 11

Realizacje to rodzina prostych.
m(t) =3t -3, K(t,,t,) =t;t,, o(t) =t?, pt,t,) =1,

Zadanie 14
X({t)=t+A, gdzie A jest zmieng losowy skokows o funkcji
prawdopodobigstwa: PA=0) = 0,5; PA=1) = 1/3; PA=2) = 1/6.

2 5 5
m(t):t+§, K(tl,tz)zg, Uz(t):g, p(tlitz):]-’
k:l C:tZ_tl’

Zadanie 15
Realizacje procesu to state rowne wsetom zmiennej losowey.

m(t) =m, K(t,t,) =0*(t) =0, pt,t,) =1,
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Zadanie 16

Fp, (X0 %) = POX(t) <%, X(t,) <%,) =P(Y <X,Y <x,) =
=P(Y < Xlz) = F(X:L,Z)

gdzie X, = min{x,, %} ,

Zadanie 17
W kazdej ustalonej chwilit proces ma rozktad normalny (funkcja liniowa

rozktadu normalnego ma rozktad normaerimt +C, 01t|)

_(x-mt—c)?
1 e 2(alt))?

ot

Zatem f (t,x) =

Zadanie 18
m(t) O K (tlyt ) R(tl|t2) tl 2 — (etl e + etz_tl )+ e_(tl ) ’

o’t)=e" -2+e™
Zadanie 19
m(t) =-1+t, R(t,,t,) =2+5t;t, - 2(t, +t,),

R(t,,t,) =1+4tt, —(t, +t,), o%(t) =4t +1-2t
Zadanie 20
m(t)=§t Rt t) = 8241, K(tt) =5 41, o (t)—gt 1,
Zadanie 21

1 1 1
m(t) :Ecost, R(t,,t,) = cost ,cost,, K(t,t,) = 2cost ,cost,,

o’(t) = L cogt
12

L.K, W.M, 9.10.2009
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